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Introduction

 Equation de Boltzmann (1872): la théorie cinétique de l'évolution
d'un gaz hors d'équilibre (permet d'exprimer les équations de
Navier-Stokes) est le premier bilan de population :

Variation 
dans le temps

Variation 
spatiale

Force sur 
la particule

Collision, interaction 
entre molécules

݂	: nombre de particules
݉ : masse de la particule
۴ሺܢ, ሻܜ : force externe 
ܢ : position
࢖ : quantité de mouvement
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Introduction
Les systèmes dispersés
 Solide - liquide : cristallisation, polymérisation, procédé microbien
 Gaz - liquide : fermentation, mousses
 Gaz - solide : réactions catalytiques
 Liquide - liquide : ex. séparation par extraction
 Distribution de masses molaires d’un polymère

Domaines d’application
 Chimie
 Alimentaire
 Biophysique
 Physique
 Mécanique
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Formulation du bilan
Coordonnés :
 La densité ݂: en nombre ݊, en volume (ou en masse)
 Internes ݔ :  taille (diamètre, volume), concentration, température
 Externes z	: position

Sources de variation de la distribution :
 Naissance / Disparition: Agrégation / Brisure, Nucléation
 Croissance / Dissolution / Gonflement
 Convection

Cas spatialement uniforme :
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߲݂ ,ݐ ݔ
ݐ߲ ൅

,ݐሶ݂ሺݔ߲ ሻݔ
ݔ߲ ൌ ࣬௖௢௔௚ሺݐ, ሻݔ ൅ ࣬௕௥ሺݐ, ሻݔ ൅ ࣬௡௨௖ߜሺݔ െ ௡௨௖ሻݔ

Croissance,
Dissolution,
Murissement

NucléationBrisureCoagulationVariation
dans le 
temps
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Formulation du bilan: Brisure 
௕௥
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Brisure binaire égale

Déformation
(si surface mobile)

Brisure binaire inégale Brisure multiple

݂

ݔ



Formulation du bilan: Coagulation
௖௢௔௚
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Coalescence
(si surface mobile)

Aggregation

݂

Aggregationݔ



Formulation du bilan: Croissance
డ௫ሶ௙ሺ௧,௫ሻ

డ௫
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Croissance / Gonflement

݂

ݔ

Dissolution

A l’échelle moléculaire



Formulation du bilan: Murissement 
d’Ostwald  డ௫ሶ௙ሺ௧,௫ሻ

డ௫
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Cas spatialement non-uniforme10

Sédimentation Crémage

݂

ݔ

ݖ

Energie dissipée non-uniforme

߲݂
ݐ߲ ൌ .ߘ ݂ߘܦ െ Ԧ݂ሻݒሺߘ ൅ ࣬

Diffusion Convection Source



Formulation du bilan11

࣬௖௢௔௚ ,ݐ ݔ ൌ ௖௢௔௚ܤ െ ௖௢௔௚ܦ

௖௢௔௚ܤ ,ݐ ݔ ൌ
1
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௕௥ܦ ,ݐ ݔ ൌ ܵ ݔ ݊ሺݐ, ሻݔ

௕௥ܤ ,ݐ ݔ ൌ න ܾ ,ݔ ߝ ܵሺݐ, ሻ݊ߝ ,ݐ ߝ ߝ݀
ஶ

଴

࣬௕௥ ,ݐ ݔ ൌ ௕௥ܤ െ ௕௥ܦ

noyau de coagulation

Fréquence de brisureDistribution de tailles filles
(souvent supposée binaire)

Coagulation: binaire

Brisure:



Noyaux de coagulation

 En général

ߚ ,ݎ ᇱݎ ൌ ݄ ,ݎ ᇱݎ ߣ	 ,ݎ ᇱݎ
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Fréquence de collision Efficacité de coagulation

,ݎ ᇱݎ :	rayons

ݎ

ᇱݎ



Noyaux de coagulation :
Brownien, péri-cinétique

 Brownien / Diffusion (Smoluchowski, 1917)

,ݎሺߚ ሻ′ݎ ൌ ߨ4 ݎ ൅ ᇱݎ ௞ా்
଺గఓ

ଵ
௥
൅ ଵ

௥ᇲ

஽

L’efficacité de coagulation est supposée ߣ ,ݎ ᇱݎ = 1

 Brownien DLVO (Deryaguin-Landau-Verwey-Overbeek 1948)

ߚ ,ݎ ᇱݎ ൌ ଵ
ௐ
ଶ௞ా்
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௥
൅ ଵ
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Pour des objets où ݎ ൏ 1	μ݉	 (ex. particules de latex)
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Coefficient de diffusion mutual :ܦ
viscosité dynamique :ߤ
k୆: Constante de Boltzmann
W: Stabilité
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Noyaux de coagulation :
Ortho-cinétique

 Laminaire (Smoluchowski, 1917) 

ߚ ,ݎ ᇱݎ ൌ
4
3 ሶߛ ݎ ൅ ᇱݎ ଷ

 Turbulent (Saffman & Turner, 1956)

ߚ ,ݎ ᇱݎ ൌ
ߨ8
15

߳
ดߥ
ఊሶ

ݎ ൅ ᇱݎ ଷ
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ሶߛ : taux de cisaillement
߳: énergie dissipée
viscosité cinématique :ߥ

ߚ ,ݎ ᇱݎ ൌ ݄ ,ݎ ᇱݎ ߣ ,ݎ ᇱݎ



Noyaux de coagulation :
Combinée: Ortho- et péri-cinétique

 Additive (Melis et al. 1999)

ߚ ,ݎ ᇱݎ ൌ ଵ
ௐ
ସ௞ా்
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ݎ ൅ ᇱݎ ଵ
௥
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ఉಳೝ೚ೢ೙೔೐೙

൅ ሶߛଵܥ ଴.଼଺
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 Multiplicative (Blackley 1997) 

,ݎሺߚ ᇱሻݎ ൌ
1
ܹ
2
ሶߛ3 ݎ ൅ ᇱݎ ଷ

ఉ೚ೝ೟೓೚
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ߚ ,ݎ ᇱݎ ൌ ݄ ,ݎ ᇱݎ ߣ ,ݎ ᇱݎ

ଵ: paramètreܥ



Noyaux de coagulation

 Coulaloglou & Tavlarides (1977)
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surface	de	tension	:ߪ
߶: fraction de phase dispersée
௖: viscosité dynamique de la phase continueߤ
௖ߩ : densité de la phase continue
Cଵ ଶ: paramètresܥ &

ߚ ,ݎ ᇱݎ ൌ ݄ ,ݎ ᇱݎ ߣ ,ݎ ᇱݎ

݄ ,ݎ ᇱݎ ൌ Cଵ߳ଵ/ଷ
ߨ
4 ݎ ൅ ᇱݎ ଶ ଶ/ଷݎ ൅ ᇱଶ/ଷݎ

ଵ/ଶ

ߣ ,ݎ ᇱݎ ൌ exp െ
୰ୟ୧୬ୟ୥ୣୢݐ
ୡ୭୬୲ୟୡ୲ݐ

ൌ ݌ݔ݁ െܥଶ
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ଶߪ 1 ൅ ߶ ଷ
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Noyaux de brisure
Formulation de Coulaloglou

 Coulaloglou & Tavlarides (1977) : ݁̅௞,௣ ൒ ݁௖௥

ܵ ݀ ൌ ଵܥ
߳ଵ ଷ⁄

݀ଶ/ଷ
௙௥é௤௨௘௡௖௘

݌ݔ݁	 െ
ߪ	ଶܥ

ௗ߳ଶߩ ଷ⁄ ݀ହ/ଷ
௣௥௢௕௔௕௜௟௜௧é

 Coulaloglou and Tavlarides (1977) : effet de la fraction

ܵ ݀ ൌ ଵܥ
		߳ଵ ଷ⁄

ሺ1 ൅ ߶ሻ
1

݀ଶ/ଷ
݌ݔ݁	 െ

ሺ1	ߪ	ଶܥ ൅ ߶ሻଶ

ௗ߳ଶߩ ଷ⁄ ݀ହ/ଷ

 Vankova et al. (2010) : effet de la viscosité de la phase dispersée

ܵ ݀ ൌ ଵܥ
ଵߝ ଷ⁄

݀ଶ/ଷ
݌ݔ݁ െܥଶ

ଷߪ ହ⁄

ௗߩ
ଷ ହ⁄ ߳ଶ ହ⁄ ݀

ହ ଷ⁄

1 ൅ ଷܥ
ௗ߳ଵߤ ଷ⁄ ݀ଵ/ଷ

ߪ
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݀: diamètre
ௗ: viscosité de la phase disperséeߤ
ௗ: densité de la phase disperséeߩ



Distribution de tailles filles18

U-shape Bell-shape M-shape



Noyaux de brisure
Becker et al. (2012)

ܵ ݀, ݂ଵ/ଷ݀ ൌ න න ܲ ݀, ݂ଵ/ଷ݀ߣ ߱ ,ߣ ݀ ߣ݀
ఒ೘ೌೣ

ఒ೘೔೙

݂݀
ଵ

଴

ఒ݁ ൒ ݁ఙ ൅ ݁ఓ	

ܲ ݀, ݂ଵ/ଷ݀ߣ ൌ ݌ݔ݁ െ
݁ఙ ൅ ݁ఓ	

ఒ݁
݁ఓ	 ݀ ൌ ଷ߬ఓ݀ߨ

߬ఓ ൌ ௗߤ
௖ߩ
ௗߩ
തݑ
ݔ
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Énergie 
Visqueuse
(déformation)

Energie de 
surface

Energie 
disponible

(turbulence)

Elongation (vitesse de tourbillon)



Méthodes de résolution
 Solution analytique
 Méthode des moments

 Réduire le temps de calcul
 Ne donne que quelques propriétés intégrale de PSD

 Méthodes stochastiques 
 Ex. Monte Carlo

 Méthode de discrétisation:
 Ex. Eléments finis, volumes finis, pivot fixe
 Donne toute la distribution
 Augmente le temps de calcul
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